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"Todo grande progresso da ciência resultou de uma nova audácia da imaginação."
John Dewey
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Resumo
Desenvolvemos um formalismo geral para os modelos descritos por um campo
escalar real, em duas dimensões do espaço-tempo, perturbado por uma função que
molda o padrão da dinâmica podendo também deformar o potencial. Consideramos
inicialmente modelos que possuam soluções estáveis estática. Nosso formalismo
torna possível obter soluções estáticas perturbada, a sua densidade de energia
e energia, e para examinar a estabilidade linear correspondente. Trabalhamos
com três formas distintas de perturbação: uma modificando a dinâmica, outras
deformando o potencial, e outro como um produto atuando em ambos os meios.
Particularmente, se temos perturbação apenas no potencial, vamos mostrar que
as soluções perturbada estática são sempre estáveis. Caso contrário, podemos
estabilizar a solução perturbada escolhendo o sinal do parâmetro α, de forma
adequada. Consideramos algumas formas específicas da função de perturbação
ilustrando com vários exemplos.
iii
Abstract
We developed a general formalism for models described by one real scalar filed,
in two dimensional space-time, perturbed by a function which modifies the stan-
dard dynamics also deforming the potential. We consider starting models which
has stable static solutions. Our formalism makes possible to obtain perturbed
static solutions, its energy density and energy, and to examine the corresponding
linear stability. We work with three distinct forms of perturbation: one modifying
the dynamics, other deforming the potential, and another as a product acting in
both ways. Particularly, if we have only the potential perturbation, we show that
the perturbed static solutions is always stable. Otherwise, we can stabilize the
perturbed solution choosing the sign of the parameter α, adequately. We consi-
der some specific forms of the perturbation function, and illustrated with several
examples.
iv
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Capítulo 1
Introdução
1.1 Introdução
De todos os campos conhecidos como exemplo os espinorias, os tensoriais,
os vetoriais, os escalares, qual seria o motivo de trabalhar, em teoria de campos,
com o mais simples campo de todos, o campo escalar? É simples. Por não ser
o mais sofisticado, não quer dizer que seja o de menos importância no mundo
da física, ou que sua matemática seja tão transparente, engano quem pensava
isso. Na verdade, o campo escalar possui uma gama de aplicações em diversos
contextos, uma delas está no cenário cosmológico onde há a quintessência, a qual,
trata-se como um combustível para a aceleração cósmica, ou seja, resultará na
dinâmica dos campos associados ao universo. Outra aplicação está na matéria
condensada com os defeitos [6], principalmente na formação de padrões [7] e em
sistemas magnéticos [8]. Os defeitos aparecem naturalmente através da presença
de transições de fase no início do universo [3], e pode ser usado também para
descrever supergravidade [4] e no mundo das branas [5]. O tipo de defeito, bem
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como suas propriedades dependem dos detalhes de cada quebra de simetria. Na
química temos polímeros, na presença de defeitos para descrever uma estrutura
conformacional [13]. Na biologia, trata-se em estruturas de macromoléculas como
exemplo, o DNA [14]. Existem uma grande variedade de modelos com um ou mais
campos escalares, cada um com suas características específicas. Este trabalho tem
como objetivo estudar a teoria de perturbação em teoria de campos, desenvolvendo
um formalismo geral para a obtenção analítica das soluções estáticas na teoria de
campos padrão. O trabalho se encontra da seguinte forma:
O segundo capítulo trata-se de consolidar o embasamento teórico, analisando
a teoria de campos a partir da densidade lagrangeana, e com isso obter uma ela-
boração do que se trata defeitos topológicos e não-topológicos, dando ênfase aos
defeitos do tipo kink e lump. Há também um breve comentário passando ainda há
um estudo do método BPS, Bogomol'nyi, Prasad e Sommerfeld, como ferramentas
no trabalho. Na úlrima seção do capítulo 2, falaremos sobre estabilidade linear,
pois é nela que dá o ponto de partida para o nosso trabalho.
No terceiro capítulo iremos dar um rigor matemático mais elaborado ao tra-
balho fazendo-o da nossa ferramenta principal, o qual trabalharemos com uma
densidade lagrangeana que dependa de um campo escalar φ e um termo cinético
X. Ainda neste capítulo abordaremos a estabilidade linear com esse formalismo
matemático.
No quarto capítulo trabalharemos com um modelo perturbativo levando em
conta que, este modelo, deve retornar ao modelo tradicional e com isso iremos obter
sua estabilidade linear, será trabalhado com exemplos que satifazem caracteristicas
diferentes para o entendimento do conteúdo.
No quinto capítulo faremos um breve comentário, de modo geral, sobre a dis-
sertação apresentando os principais resultados do mesmo.
2
Capítulo 2
Teoria de um Campo Escalar Real
2.1 Conceitos fundamentais
Quando se trata do estudo de algum objeto físico, devemos a priori saber o seu
significado. O que quer dizer exatamente um CamposEscalar? A física lida com
um amplo conjunto de grandezas. Dentro dessa gama enorme de grandezas existem
algumas, cuja caracterização completa requer tão somente um número seguido
de uma unidade de medida. Tais grandezas são chamadas grandezas escalares.
Exemplos dessas grandezas são distância e a temperatura. Um campo escalar
é uma função φ(Q) cujo valor em cada ponto Q do espaço-tempo se relaciona
com uma grandeza escalar. A principal propriedade do campo é a invariância sob
transformações de Lorentz, isto é, φ(Q′) = φ(Q). Se o ponto Q tem coordenadas
x = (x0, x1, x2, x3) em um sistema de referêncial inercial A e x′ = (x′0, x′1, x′2, x′3)
no sistema de referêncial inercial A′, temos
φ′(x′) = φ(x) (2.1)
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Um exemplo a ser analisado é a determinação da temperatura de qualquer
ponto da atmosfera terrestre, para isso, deveríamos primeiramente preencher to-
dos os pontos a partir das proximidades da superfície até as imediações da exosfera,
com termômetros. Desta maneria, cada ponto se associa a uma grandeza escalar,
a temperatura. Chamamos de campo escalar a função (ou objeto), no caso do
exemplo, o campo de temperatura sendo um escalar às coordenadas do espaço e
do tempo representados por uma notação semelhante na relatividade dado pela
função real do quadrivetor xµ = (x0 = t, ~x), ou seja, campos escalares reais,
φ = φ(xµ), são os campos mais simples encontrados na natureza.
2.2 Teoria Lagrangeana do Campo
Considerando que um campo φ em um ponto xµ que interage consigo numa
vizinhança infinitesimal desse ponto, de tal modo que a densidade lagrangeana L
dependa de φ(xµ) e ∂µφ(xµ) então sua ação a ser obtida em D+ 1 dimensões é da
forma
S =
∫
dD+1xL(φ, ∂µφ) (2.2)
onde L é uma função generalizada sobre todos os graus de liberdade do sistema,
descrita na forma
L = 1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ) (2.3)
onde o primeiro termo da nossa densidade lagrangeana é o termo cinético e V (φ)
é a priori, uma função escalar qualquer do campo que é o termo de potencial, o
potencial do sistema, que especifica o modelo a ser estudado e diz como o campo
auto interage. Aplicando o princípio variacional (mínima ação), isto é
δS = δ
∫
dD+1xL(φ, ∂µφ) = 0 (2.4)
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encontramos a equação de movimento
∂µ∂
µφ+
∂V
∂φ
= 0. (2.5)
Estamos interessados apenas em soluções estacionárias, isto é, independentes
do tempo, portanto a equação de movimento pode ser escrita na forma
∇2φ = ∂V
∂φ
(2.6)
sendo o campo imerso em D dimensões espaciais. No caso de um campo unidi-
mensional φ = φ(x), teremos
d2φ
dx2
=
∂V
∂φ
(2.7)
que é uma equação diferencial ordinária não linear de segunda ordem, não linear
devido o potencial não ser linear. O tensor energia-momento, de modo geral, é
dado por
Tµν =
∂L
∂(∂µφ)
∂νφ− gµνL (2.8)
e nosso modelo temos que o tensor energia-momento é da forma
Tµν = ∂µφ∂νφ− gµν
(
1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ)
)
(2.9)
por simplicidade iremos admitir uma dimensão temporal e uma espacial de tal
forma que φ = φ(x, t). Podemos então escrever a densidade de energia ρ(x) = T00
e a pressão P (x) = T11 como segue
ρ(x) =
1
2
(
∂φ
∂t
)2
+
1
2
(
∂φ
∂x
)2
+ V (φ) (2.10a)
p(x) =
1
2
(
∂φ
∂t
)2
+
1
2
(
∂φ
∂x
)2
− V (φ) (2.10b)
em soluções de campo estacionário, temos como densidade de energia e pressão
respectivamente da forma:
ρ(x) =
1
2
(
∂φ
∂x
)2
+ V (φ) (2.11a)
p(x) =
1
2
(
∂φ
∂x
)2
− V (φ) (2.11b)
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e, nas soluções estacionárias, temos como energia total do sistema o valor
E =
∫ ∞
−∞
ρdx =
∫ ∞
−∞
[
1
2
(
dφ
dx
)
+ V (φ)
]
(2.12)
Quando o campo é homogêneo φ = 0, a energia será então simplificada, pois
dφ
dx
= 0. Portanto
E =
∫ ∞
−∞
V (φ)dx (2.13)
Neste trabalho nós estamos interessados em casos com energia finita e portanto,
localizadas. Para isto, nosso campo deve satisfazer alguns requisitos:
• Nos extremos o campo deve ser finito.
• A derivada do campo nos extremos deve ser nula.
com um formalismo algébrico, nós temos
• lim
x→∞
φ(x) = φs+ e lim
x→−∞
φ(x) = φs−
• lim
x→±∞
dφ
dx
= 0
Estas condições de contorno estão diretamente relacionadas à densidade de
energia, pois se o extremo do campo fosse infinito a densidade de energia explo-
diria. Após estabelecidas as condições nos extremos, podemos definir a corrente
topológica
jµ =
1
2
µν∂νφ. (2.14)
Essa corrente não está relacionada diretamente ao teorema de Noether que diz
que para cada transformação infinitesimal, que não altere a ação, está associada
uma quantidade conservada, ou informalmente falando, para cada simetria corres-
ponde uma lei de conservação, podemos demonstrar que esta corrente é conservada,
como segue abaixo
∂µj
µ = µν∂µ∂νφ = 
νµ∂ν∂µφ = −µν∂µ∂νφ (2.15)
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portando
∂µj
µ = 0 (2.16)
onde usamos a fato de que µν = −νµ e ∂µ∂ν = ∂ν∂µ. A partir disso podemos
encontrar nossa carga topológica conservada
Q =
∫ ∞
−∞
dxj0 =
∫ ∞
−∞
dx∂xφ(x) = φs+ − φs− (2.17)
onde φs± são campos constantes. Essa carga topológica só depende do compor-
tamento assintótico dos campos, os quais podemos encontrar duas soluções, uma
quando a carga for nula, chamada de soluções não-topológicas, a outra é quando
a carga for diferente de zero, conhecida como solução topológica. de forma geral,
defeito topológico é uma solução de um sistema de equações diferenciais parciais
mas também se trata de transições de fase de um estado a outro. Vale ressaltar
que Tais correntes e leis de conservação são chamadas topológicas, uma vez que a
sua conservação decorre de propriedades topológicas das configurações do campo
e não diretamente das simetrias da teoria. Vamos agora dar ênfase a soluções
topológicas e não-topológicas analisando os defeitos mais conhecidos, os do tipo
kink e os do tipo lump, os quais iremos definir adiante.
2.3 Defeitos
Defeitos topológicos são configurações da matéria baseada em transições de
fase. Estas configurações são geralmente relacionadas a quebra de simetria do
sistema, o qual, cada defeito se torna único devido a suas propriedades de simetria
da matéria e da natureza da transição de fase. Temos como defeitos topológicos
as paredes de domínio, cordas cósmicas, monopolos magnéticos, entre outros. É
importante estudar esse conteúdo? Com toda certeza, os defeitos nos fornecem
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algo exclusivo para a física do início do universo, seu estudo é uma parte inevitável
de qualquer tentativa séria de compreender o universo primordial.
2.3.1 Defeitos tipo Kink
Defeitos topológicos, como já foi dito, está relacionado a carga topológica
quando for diferente de zero, pois sendo zero diz que os mínimos da solução pos-
suem valores diferente, portanto a solução poderá crescer ou diminuir surgindo
então, um defeito entre eles. Para tal fato utilizaremos o modelo φ4 para descrever
o defeito. Considere então o potencial φ4 adimensional dado na forma
V (φ) =
1
2
(1− φ2)2 (2.18)
Figura 2.1: Potencial φ4 adimensional referente a eq.(2.18)
quando referimos ao modelo ser adimensional, se deve ao fato de que a dimensão
foi imposta em constantes arbitrárias para o modelo, sendo que admitimos as cons-
tantes igual a um para uma simplificação que nos dará. A equação de movimento
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é dada a partir de (2.7), isto é,
d2φ
dx2
= −2φ(1− φ2) (2.19)
cuja solução dessa equação diferencial é dada por
φ(x) = ±tanh(x) (2.20)
Figura 2.2: Soluções do tipo kink e anti-kink dados pela eq.(2.20)
este resultado pode ser obtido de forma mais simples, usando o método da
quadratura em (2.7). Esse método é simplesmente baseado em diminuir uma
ordem de derivação de uma equação diferencial, ou seja
dφ
dx
d2φ
dx2
=
dφ
dx
dV (φ)
dφ
(2.21)
usando a regra da cadeia e integrando logo iremos ter
dφ
dx
= ±
√
2V (φ) + C (2.22)
da (2.14) vemos que para que a energia seja finita devemos impor que a constante
c seja nula, pois se levarmos em conta C 6= 0 a energia tenderia ao infinito. da
eq.(2.2)B vemos que a densidade de energia do kink é ρ = sech4(x) portanto a
energia total para o nosso modelo é dado por
9
E =
∫ ∞
−∞
sech4(x) =
4
3
(2.23)
Figura 2.3: Densidade de energia referente ao modelo φ4 , eq.(2.23)
2.3.2 Defeitos do tipo Lump
Considerando agora um outro modelo φ4 invertido, dado por
V (φ) =
1
2
φ2 − 1
2
φ4 (2.24)
o nome φ4 invertido está relacionado por ele ser similar ao modelo phi4. sua
Figura 2.4: Potencial φ4 invertido, eq.(2.24)
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equação de movimento obtida por (2.7) é dada na forma
d2φ
dx2
= φ− 2φ3 (2.25)
Existem 3 tipos de soluções, uma é dada no mínimo local, no caso, φ = 0, as
outras são dadas por
φ(x) = ±sech(x) (2.26)
Figura 2.5: Soluções do lump e anti-lump dados pela eq.(2.26)
Essas soluções são conhecidas como lump, visto que no infinito tanto positivo
quanto negativo, a solução vai ao mesmo resultado, no caso, zero. Sua densidade
de energia segue na forma
ρ = sech2(x)tanh2(x) (2.27)
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Figura 2.6: Densidade de energia referente ao modelo φ4 invertido, eq.(2.27)
integrando-a dará a sua energia total cujo valor é E = 2
3
2.4 Soluções BPS
Uma outra forma de analisar defeitos topológicos é usando o método bogomol'nyi-
Prasad-Sommerfield, ou BPS. da (2.22) nós podemos admitir que não há potenciais
negativos, para tornar bem satisfatório esta afirmação vamos admitir que o poten-
cial seja quadrático, ou seja,
V (φ) =
1
2
W 2φ (2.28)
onde W = W (φ) é conhecido como função superpotencial e o índice φ é uma deri-
vação do superpotencial. Com esse método nós temos como equação de movimento
dada por
d2φ
dφ2
= WφWφφ (2.29)
sendo que a equação de movimento de primeira ordem é dada da forma
dφ
dx
= ±Wφ (2.30)
mesmo sendo de primeira ordem, ela possui a mesma solução da equação de se-
gunda ordem. Admitindo o superpotencial, a (2.12) fica da forma
E =
∫ ∞
−∞
[
1
2
(
dφ
dx
)2
+
1
2
W 2φ
]
(2.31)
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e usando o completamento dos quadrados, nós obtemos
E = EB +
1
2
∫ ∞
−∞
dx
(
dφ
dx
±Wφ
)2
(2.32)
vemos que o segundo termo é nada mais que a equação de movimento de primeira
ordem, portanto se anula. Logo a energia de Bogomol'nyi é então, dada por
E = |∆W | = |W (φ(∞))−W (φ(−∞))| (2.33)
ou seja, simplesmente manipulando o superpotencial, obteríamos não apenas o
valor da energia, mas o menor valor da energia e isso, analisando a solução nos
seus limites assintóticos.
2.5 Estabilidade Linear
Para analisarmos a estabilidade linear, temos
φ(x, t) = φ¯(x) + η(x, t) (2.34)
onde η(x, t) é uma pequena perturbação da solução φ¯(x). Substituindo na equação
(2.5) porém, considerando apenas uma dimensão espacial, vemos que a equação
fica
∂2η
∂t2
− d
2φ
dx2
− d
2η
dx2
+
dV
dφ
= 0 (2.35)
o potencial tem uma dependência tanto em φ estático quanto na perturbação η
portanto expandindo nosso potencial em torno da flutuação em série de taylor até
primeira ordem, obtemos
∂2η
∂t2
− ∂
2η
∂x2
− d
2φ
dx2
+
dV
dφ
+ η
d2V
dφ2
= 0 (2.36)
mas da equação (2.6) encontramos
∂2η
∂t2
− ∂
2η
∂x2
+ η
d2V
dφ2
= 0 (2.37)
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considerando que nós encontramos uma equação diferencial parcial, podemos então
utilizar o método de separação de variáveis da forma η(x, t) = η(x)Y (t) para gerar
as equações
d2Y
dt2
+ w2Y = 0 (2.38)
d2η
dx2
− ηU(x) = −w2η (2.39)
onde U(x) = Vφ¯φ¯ é o potencial mecânico quântico. Vemos que Y = Y (t) é uma
função oscilatória, portanto podemos admitir uma solução da forma
η(x, t) = η(x)cos(wt) (2.40)
que segue
− η′′ + U(x)η = w2η (2.41)
ou da forma de operador (
− d
2
dx
+ U
)
ηn = w
2
nηn (2.42)
definindo H = − d2
dx
+U o qual se trata de um operador do tipo hamiltoniano, vale
ressaltar também que os autovalores da autofunção η devem ser positivos pois,
valores negativos fariam com que o sistema desestabilizasse, ou seja, a autofunção
teria um valor infinito, isto é, y(t) = cos(wt) se tornaria y¯(t) = cosh(w¯t) que
explodiria no infinito. Vemos que a hamiltoniana pode ser fatorado(
d
dx
±Wφ
)(
− d
dx
±Wφ
)
η = w2η (2.43)
o qual chamaremos
S+± = −
d
dx
±Wφφ (2.44)
S± =
d
dx
±Wφφ (2.45)
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sendo S+ o adjunto de S. A hamiltoniana se torna
H = S+S (2.46)
onde H é auto-adjunto de H+ já que H+ = (S+S)+ = S+(S+)+ = (S+S) = H,
mostrando então, que as autofunções são associadas a diferentes autovalores, são
ortogonais e normalizáveis. Os autovalores das autofunções são dados por
W 2n = 〈ηn|H|ηn〉 =
〈
ηn|S+IS|ηn
〉
=
Σm
〈
ηn|S+|ηm
〉 〈ηm|S|ηn〉 = (2.47)
Σm〈ηn|S|ηm〉∗ 〈ηm|A|ηn〉 = Σm| 〈ηn|A|ηm〉 |2 ≥ 0
mostra-se que os autovalores são positivos e que os campos descritos por potenciais
que possuem limites inferiores são linearmente estáveis. Quando o autovalor é zero,
conhecido como zero da função η0 ∝ φ′, nós encontramos a autofunção da forma
S±η0 = 0 (2.48)
portanto
η0 = Ce
± ∫ dxWφφ (2.49)
onde C é uma constante de normalização que aparece na integração, sendo o modo
zero o menor estado de energia do sitema.
2.5.1 Exemplos
Um exemplo importante é o modelo φ4 (2.18) que gera o superpotencialW (φ) =
φ− 1
3
φ3. Pelo potencial mecânico quântico
U(x) = Vφ¯φ¯ = 4− 6sech2(x) (2.50)
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teremos como equação do tipo schroedinger da forma
− d
2η
dx
+
(
4− 6sech2(x)) η = w2η. (2.51)
A solução BPS que conecta os dois mínimos em φ = ±1 são φ0(x) = ±tanh(x),
que tem densidade de energia ρ(x) = sech4(x) e energia E0 = 43 . O modo zero
pode ser obtido facilmente da forma
η0(x) =
√
3
4
sech2(x). (2.52)
Outro exemplo relevante é o modelo seno-Gordon, cujo o potencial é dado por
V (φ) =
1
2
cos2(φ) (2.53)
que gera o superpotencial W (φ) = sen(φ) possuindo mínimos equidistantes em
φmin = (n + 1/2)pi e máximos em φmax = npi, onde n = 0,±1,±2, ... a solução
BPS é
φ0 = arcsen(tanh(x)) + kpi, k = 0,±1,±2, ... (2.54)
com a densidade de energia ρ(x) = sech2(x), e energia total E0 = 2. O potencial
mecânico quântico é dado por
U(x) = 1− 2sech2(x) (2.55)
e o modo zero é η0 =
√
1
2
sech(x). Os potenciais (2.50) e (2.55) são conhecidas
como potenciais Po¨schl-Teller modificado, eles possuem uma forma geral do tipo
U(x) = A−Bsech2(x) (2.56)
onde A e B são reais e positivos, os autovalores para tal potencial é dado por
En = A− C2n (2.57)
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onde
C2n =
√
B +
1
4
− n− 1
2
(2.58)
sendo que
0 ≤ n <
√
B +
1
4
− 1
2
(2.59)
o potencial Po¨schl-Teller modificado sendo proposto por Morse [69], em 1932, ele
obteve os autovalores , no caso, a energia e as autofunções, sendo que o potencial
é caracterizado por um número finito de estados ligados, cujo espectro depende
dos parâmetros A e B.
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Capítulo 3
Formalismo de Primeira Ordem
3.1 Formalismo Geral
O tratamento geral para um campo escalar real que possa preservar a simetria
de Lorentz é descrito pela ação
S =
∫
d2xL(φ,X) (3.1)
onde L(φ,X) representa a densidade lagrangeana. Vamos supor que a densidade
lagrangeana não depende explicitamente das coordenadas no espaço-tempo; por-
tanto, dado que o modelo gera uma simetria de Poincaré, ou seja, é invariante por
rotação no espaço e por translação no espaço tempo além de obedecer a simetria
de Lorentz. Então a equação de movimento é dada por
∂µ
(
∂L
∂(∂µφ)
)
− ∂L
∂φ
= 0 (3.2)
sabemos que L = L(φ,X) e que X = 1
2
∂µφ∂
µφ, então temos que nossa equação de
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movimento com dependência em X é dada por
∂µ(LX∂µφ) = Lφ (3.3)
sendo que os índices de L dado por X e φ são relacionados como as derivadas de L
em relação aos índices mencionados. Se aplicarmos a derivada do lado esquerdo,
nossa equação ficará
LXφ∂µφ∂µφ+ LXX∂µφ∂µφ∂µ∂αφ+ LXφ = Lφ (3.4)
O tensor momento-energia T µν para esta lagrangeana tem a forma
T µν = LX∂µφ∂νφ− ηµνL (3.5)
portanto a densidade de energia T 00 = ρ e a densidade de pressão T 11 = p em
(1, 1) dimensão são respectivamente
ρ = LX φ˙2 − L (3.6)
p = LXφ′2 + L (3.7)
onde o ponto significa derivada com respeito à dimensão temporal, se houvesse um
traço, seria uma derivada com respeito à dimensão espacial da forma φ˙. Nós temos
que levar em conta que o modelo é geral, isso nos gera uma condição de energia
nula, ou seja,
Tµνη
µην ≥ 0 (3.8)
sendo ηµ um vetor nulo que obedece a condição gµνηµην = 0, isto é, nosso modelo
fica restringido a
Tµνη
µην = (LX∂µφ∂νφ− gµνL)ηµην ≥ 0 (3.9)
LX ≥ 0 (3.10)
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Considerando configurações estáticas φ = φ(x) para o nosso modelo, então a
equação de movimento (3.4) fica
(2LXXX + L)φ′′ = 2LXφX − Lφ (3.11)
essa equação se deve ao fato de que X = −1
2
φ
′2, multiplicando ambos os lados por
φ
′
(x) e integrando encontramos
L − 2LXX = C (3.12)
sendo C uma constante de integração. Um fato importante de se notar é que
C está se comportanto como se fosse a pressão, isso não é conscidência uma vez
que a pressão nas soluções estáticas é constante (ver apêndice). A energia total
do campo é dado pela integração de todo espaço na densidade de energia. Se o
campo for estático, teremos a energia da seguinte forma
E = −
∫ ∞
−∞
L(φ,X)dx (3.13)
3.1.1 Estabilidade Linear
A partir deste ponto, iremos abordar toda a estabilidade clássica com a mate-
mática já mencionada. Introduziremos flutuações em torno do campo escalar da
forma
φ(x, t) = φ(x) + η(x, t) (3.14)
a flutuação η(x, t) será usada para encontrar a sua contribuição quadrática na ação
S(2) =
1
2
∫
d2x{LX∂µη∂µη + LXX(∂µφ∂µη)2 + [Lφφ − ∂µ(LφX∂µφ)]η2} (3.15)
o índice da ação S(2) é relacionado como o termo de segunda ordem da expansão
da ação. A equação de movimento para a flutuação η(x) é dado por
∂µ(LX∂µη + LXX∂µφ∂νφ∂νη) = [Lφφ − ∂µ(LφX∂µφ)]η (3.16)
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admitindo o campo estático, isto é, fazer análise apenas da evolução temporal da
flutuação. Obtemos
LX η¨ − [(2LXXX + LX)η′]′ = (Lφφ + (LφXφ′)′)η (3.17)
o método de separação de variáveis. Considerando o fato de que a separação será
dada na forma
η(x, t) = η(x)cos(wt) (3.18)
na qual obtemos
− [(2LXXX + LX)η′]′ = (Lφφ + (LφXφ′)′ + w2LX)η (3.19)
Para garantir a hiperbolicidade, impomos que
A2 =
2LXXX + LX
LX > 0 (3.20)
a eq.(3.19), também pode ser escrita na forma
− [a(x)η′]′ = b(x)η (3.21)
apenas fazendo uma mudança de variável da forma
dx = Adz e η =
u√LXA
(3.22)
sendo que a(x) e b(x) são dados por (ver apêndice)
a(x) = 2LXXX + LX (3.23)
b(x) = Lφφ + (LφXφ′)′ + w2LX (3.24)
e com isso, encontramos uma equação do tipo Schro¨dinger
− uzz + U(z)u = w2u (3.25)
onde
U(z) =
√
ALXzz√
ALX
− 1LX
[
Lφφ + 1
A
(
LφX φz
A
)
z
]
(3.26)
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no qual U(z) é o potencial mecânico quântico, ou seja, se soubermos quem é o
nosso potencial quântico, conseguiríamos encontrar seus autovalores e autovetores.
Algo que devemos atentar é que a estabilidade linear diz que os autovalores w2
deverão ser negativos, esta afirmação está inteiramente ligado a dependência do
potencial U(z). Um caso particular de interesse é quando o autovalor é zero e
por correspondência possui autoestados chamados de modo zero, nos quais são os
mais simples de analisar. Um exemplo importante para abordar esta formulação
é quando o L é da forma
L = X − V (φ) (3.27)
onde nós obtemos os termos LX = 1, LXX = 0, LXφ = 0, Lφ = −Vφ e Lφφ = −Vφφ.
A partir das equações (3.11), (3.13) e (3.19) teremos
φ
′′
= Vφ (3.28)
E =
∫
dx
(
1
2
φ′2 + V (φ)
)
(3.29)
e
− η′′ + Vφφη = w2η (3.30)
observa-se que as equações de movimento e energia são de um campo escalar
estático e a equação do tipo Schro¨edinger é a mesma para flutuações do modelo
padrão.
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Capítulo 4
Formalismo com Perturbação
4.1 Novos Modelos
Ao aplicar o formalismo usado no capítulo anterior, vamos a partir de agora
enfocar um modelo perturbativo. Acrescentaremos à ação não perturbada uma
contribuição na qual possamos escrever uma nova ação dada por
S˜ = S0 + α
∫
d2xF (φ,X) , (4.1)
onde S0 é a ação não perturbada dada pela Eq.(2.2) em (1, 1) dimensões. F (φ,X)
é a princípio uma função arbitrária de φ e X, e α é um parâmetro muito pequeno
cujo objetivo é controlar a ordem da expansão perturbativa, sendo já trabalhado
em [44], mas aqui F (φ,X) também inclui dependência em X. O tensor energia-
momento para o novo modelo pode ser escrito da forma
T˜µν = Tµν + α (FX∂µφ∂νφ− gµνF (φ,X)) , (4.2)
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onde Tµν é dado por Eq (2.9). Para soluções estáticas, a densidade de energia e
pressão podem ser escrito como
ρ˜(φ, φ′) = ρ(φ, φ′)− αρα(φ, φ′) (4.3a)
p˜(φ, φ′) = p(φ, φ′) + αpα(φ, φ′) (4.3b)
os quais ρ e p são dados pela Eq.(2.11), e a contribuição da densidade de energia
e pressão são respectivamente:
ρα = F (φ,X) (4.4)
pα = F − 2FXX (4.5)
A equação de movimento para esse novo modelo descrito por (4.1), encontrada do
modo geral, é obtida a partir da equação de Lagrange ficando na seguinte forma
∂µ∂µφ+WφWφφ = α (Fφ − ∂µ(FX∂µφ)) , (4.6)
para soluções estáticas, pode ser escrito como
− φ′′ +WφWφφ = α(Fφ + (FXφ′)′) . (4.7)
considerando uma solução perturbativa da forma,
φ(x) = φ0(x) + αφα(x) , (4.8)
onde φ0(x) é a solução estática quando α for a zero. Expandindo a Eq. (4.7) em
termos de α até chegarmos à contribuição de primeira ordem, obtemos
− φ′′α + (WφWφφφ +W 2φφ)φα = Fφ + (FXφ′)′ , (4.9)
Temos φ = φ0 como solução homogenea, ou seja, solução constante quando α tende
a zero, no caso, esta solução homogênea é então dada por
φ = φ0 + α
(
Fφ
WφWφφφ +W 2φφ
)
φ=φ0
, (4.10)
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que mostra os limites assintóticos da solução topológica podem mudar somente
quando houver dependência de φ em F . A equação de movimento (4.7) pode ser
escrita da seguinte forma
− φ′′α + (WφWφφφ +W 2φφ)φα =
p′α
φ′
(4.11)
e além disso, se for integrada encontraremos a densidade de pressão constante,
p˜ = c. Fazendo c = 0, para soluções topológicas, encontramos a equação de
primeira ordem
φ′ =
√
W 2φ − 2αpα , (4.12)
de uma substituição (4.8) e ao usar (2.29), obtemos
φ′α = Wφφ(φ0) φα −
pα(φ0, φ
′
0)
Wφ(φ0)
, (4.13)
que é resolvida por
φα(x) = −φ′0(x)
∫ φ0
0
pα(φ)
W 3φ
dφ , (4.14)
onde uma constante de integração pode ser descartada, uma vez que ela representa
uma translação da solução não perturbada. Vamos tratar agora a contribuições
para a energia das soluções estáticas perturbadas (4.8), que surge a partir da
perturbação de primeira ordem na densidade de energia, Eq.(4.14). Por meio de
uma integração por partes e usando (2.7), nós podemos escrever a Eq.(4.3a) da
seguinte forma
ρ˜ = φ′ 20 − αF (φ0, φ′0) + α[φ′0φα]′ (4.15)
A expansão da energia é representada da seguinte forma
E = E0 + αE
(1) + α2E(2) + ... (4.16)
sendo que a correção de primeira ordem tem a forma
E(1) = −
∫ ∞
−∞
dxF (φ0, φ
′
0) + [φ
′
0φα]
∣∣∣x→∞
x→−∞
(4.17)
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um caso que podemos ressaltar é quando há soluções do tipo kink, isto é, φ′0 → 0,
quando x→ ±∞, portanto a correção de primeira ordem da energia não depende
da correção de primeira ordem da solução, resultando em
E(1) = −
∫ φ0(∞)
φ0(−∞)
dφ
F (φ,Wφ)
Wφ
, (4.18)
que extende o resultado obtido na Ref. [44], onde F é somente função de φ. Pode-
mos também mostrar que a correção de ordem n em α na solução contribui para
a correção de ordem n + 1 da energia. Assim, a correção de segunda ordem na
energia que depende de φα, é dado por
E(2) =
∫ φ0(∞)
φ0(−∞)
dφ
Wφ
(φ′ 2α
2
+
1
2
U0(φ)φ
2
α
−Fφφα + FXWφφ′α
)
, (4.19)
onde
U0(φ) = W
2
φφ +WφWφφφ . (4.20)
A carga topológica das soluções estáticas (4.8) definido por (2.17), pode ser
escrita como
Q = Q0 + α [φα(∞)− φα(−∞)] , (4.21)
sendo Q0 = φ0(∞)−φ0(−∞) a carga topológica da solução não perturbada φ0(x).
Focaremos a partir de agora na estabilidade linear. Para soluções estáticas,
usando (2.34) seguimos o processo desenvolvido na Refs. [20,45] para obter
∂µ∂
µη + Vφφη = α
[
− FX η¨ + ((FX + 2XFXX)η′)′
+Fφφη + (FXφφ
′)η
]
,
(4.22)
onde o ponto significa derivada em relação ao tempo. Aqui, podemos tomar a
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perturbação dada por η(x, t) = η(x) cos(ωt), e substituindo em (4.22) encontramos
−η′′ + Vφφη − ω2η = α
[
((FX + 2FXXX)η
′)′
+
(
FXω
2 + Fφφ + (FXφφ
′)′
)
η
]
. (4.23)
Podemos modificar esta equação (4.23), pondo na forma do tipo da equação de
Schrödinger como [
− d
2
dz2
+ U˜(z)
]
η˜ = ω˜2η˜ . (4.24)
para este fim, seguimos o processo da Ref. [20], por meio da mudança de variáveis
dx = (1 + αFXXX) dz , (4.25a)
e
η =
(
1− α
2
(FXXX + FX)
)
η˜ , (4.25b)
obtemos o potencial do tipo mecânico-quântico
U˜(z) = U0(z) + α Uα(z) , (4.26)
onde U0 é dado por (4.20), e
Uα(z) =
1
2
(FX + FXXX)zz − (FXφWφ)z − FXU0
−Fφφ + 1
2
dU0
dz
∫
dz
(
F
X
− 2FX + 2FXXX
)
,
(4.27)
fazendo φ = φ0(z), obtemos o estado fundamental do potencial perturbado (4.26)
escrito da forma
η˜0(z) = η0(z)
(
1 +
α
2
(FXXX + FX)
)
+α η′0
∫
dz FXXX , (4.28)
onde η0(z) é o estado fundamental quando α desaparece.
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Para soluções estáticas do potencial não perturbado (2.28), o potencial mecânico-
quântico tem o modo zero: η0 ∝ φ′0, como o estado fundamental, que garante sua
estabilidade. Portanto, quando a correção do modo zero da energia não perturbada
é dado por
∆ω0 = α
∫ ∞
−∞
dz η20(z) Uα(z) , (4.29)
sendo-a não negativa. A solução estática perturbada (4.8) é estável, também.
Isto sempre pode ser feito escolhendo o sinal de α como o mesmo de ∆ω. Al-
ternativamente, podemos examinar a estabilidade observando a comparação entre
os potenciais quânticos não perturbado e perturbado. A seguir, consideraremos
alguns exemplos de perturbações.
4.2 Aplicações
4.2.1 Perturbação na parte cinética do modelo
Neste ponto, consideraremos a dependência da perturbação apenas em
X, isto é., F (φ,X) = F (X), onde, usando Eq. (2.28), temos X = −1
2
W 2φ . Vamos
escolher uma função monômia de X
F (X) =
2n−1
n
X|X|n−1 , (4.30)
onde n é um parâmetro inteiro positivo. Usando Eq (4.10), Vemos que essa solução
homogênea é a mesma do modelo não perturbado. Tendo em vista a eq.(4.3b), a
contribuição da perturbação na densidade de pressão torna-se
pα(Wφ) =
2n− 1
2n
W 2nφ , (4.31)
sendo que a perturbação φα dada por Eq (4.14) é escrita na forma
φα = −2n− 1
2n
φ′0
∫ x
0
dx φ′ 2n−20 , (4.32)
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que, usando (4.15), dá a densidade de energia
ρ˜ = φ′ 20 +
α
2n
φ′ 2n0 + α[φ
′
0φα]
′ , (4.33)
e, de (4.18), podemos calcular a correção de primeira ordem da energia por meio
de
E(1) =
1
2n
∫ ∞
−∞
dx φ′ 2n0 . (4.34)
por exemplo, para n = 1, obtemos
φα = −1
2
x φ′0 , (4.35)
a densidade de energia
ρ˜ = φ′ 20 − α xφ′0φ′′0 , (4.36)
e a energia
E = E0
(
1 +
1
2
α
)
, (4.37)
onde E0 é a energia da solução estática não perturbada e, para n = 2, eq. (4.32)
encontramos
φα = −3
4
φ′0W (φ0) , (4.38)
que fornece a dennsidade de energia
ρ˜ = φ′ 20 −
α
2
(
φ′ 40 + 3φ
′
0φ
′′
0W (φ0)
)
, (4.39)
e a correção de primeira ordem da energia, Eq.(4.34), escrita da forma
E(1) =
1
4
∫ ∞
−∞
dx φ′ 40 . (4.40)
A partir disso, nós podemos examinar a estabilidade linear. A transformação
dada pela equação (4.25) torna-se-a
dx =
(
1 + α(n− 1)W 2n−2φ
)
dz (4.41)
η =
(
1− αn
2
W 2n−2φ
)
η˜ (4.42)
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A perturbarção do potencial mecânico quântico, Eq. (4.27), é escrita da forma
Uα(z) =
(
2n(n− 1)2 − 1)W 2n−2φ W 2φφ
+(n2 − n− 1)W 2n−1φ Wφφφ
+
(1− 4n+ 2n2)
2n
(
3WφWφφWφφφ
+W 2φWφφφφ
)
×
∫
dz W 2n−2φ
(4.43)
onde φ = φ0(z).
A seguir, ilustramos o caso geral, para qualquer inteiro n, com alguns exemplos.
Vamos tomar o modelo φ4 definido pelo potencial (2.18). de (4.32). Obtemos que
a correção de primeira ordem da solução não perturbada φ0 escrito em termos da
função hipergeometrica da forma
φα = −2n− 1
2n
tanh(x) sech2(x)
× 2F1
(
1
2
, 3− 2n; 3
2
; tanh(x)2
)
, (4.44)
que representa uma séries de polinômios de 4n− 5 graus em tanh(x). e, de (4.34),
a primeira correção da energia é
E(1) =
1
2n
Γ(2n)
√
pi
Γ(2n+ 1/2)
. (4.45)
A perturbação do potencial mecânico quântico (4.27) pode ser calculada caso
a caso.
Para n = 1, nós obtemos a solução
φ(x) = tanh(x)− 1
2
α x sech2(x) , (4.46)
a energia é dado por (4.37), onde E0 = 4/3, e a perturbação
Uα(x) = −4 + 6 sech2(x) (1− x tanh(x)) , (4.47)
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dando ∆ω0 = 0, no qual mostra que (4.46) é estável, também. Na Fig. (4.1),
plotamos o potencial quântico perturbado por (4.47).
Figura 4.1: Potencial quântico do modelo φ4 (2.18) (linha sólida vermelha), e
perturbado por (4.47), para α = 0.3 (linha tracejada azul) e α = −0.3 (linha
pontilhada verde).
para n = 2, temos
φ(x) = tanh(x)
(
1− 1
4
α sech2(x)
(
2 + sech2(x)
))
, (4.48)
a energia E = 4
3
(
1 + 6
35
α
)
, e a perturbação
Uα(z) = 2 sech
2(z) + 11 sech4(z)− 15 sech6(z) (4.49)
encontramos ∆ω0 = 0, o que evidência que a solução perturbada (4.48) é estável.
Na Fig. (4.2), nós plotamos o potencial quântico perturbado (4.49).
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Figura 4.2: Potencial quântico do modelo φ4 (2.18) (linha sólida vermelha), e
perturbado por (4.49), para α = 0.3 (linha tracejada azul) e α = −0.3 (linha
pontilhada verde).
Vamos aplicar o mesmo procedimento ao modelo seno-Gordon definido por
(2.53). Para um valor qualquer n, a primeira ordem da solução perturbada (4.32)
é também dado pela função hipergeométrica da forma
φα = −2n− 1
2n
tanh(x) sech(x)
× 2F1
(
1
2
, 2− n; 3
2
; tanh(x)2
)
, (4.50)
e a primeira ordem de correção da energia é
E(1) =
1
2n
Γ(n)
√
pi
Γ(n+ 1/2)
. (4.51)
Novamente, a perturbação Uα é calculada caso a caso.
Para n = 1, a correção da solução é
φα = −1
2
α x sech(x) , (4.52)
a energia é dado por (4.37), onde E0 = 2, e a perturbação de potencial quântico é
Uα(x) = −1 + 2 sech2(x) (1− x tanh(x)) , (4.53)
dando ∆ω0 = 0. Então, a solução estática é estável, também. Na Fig. (4.3), exi-
bimos o potencial quântico perturbado por (4.47).
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Figura 4.3: Potencial quântico do modelo seno-Gordon (2.53) (linha sólida ver-
melha), e pelo potencial perturbado (4.53), para α = 0.3 (linha azul tracejada) e
α = −0.3 (linha verde pontilhada).
Para n = 2, nós temos
φα(x) = −3
4
tanh(x) sech(x) , (4.54)
a energia E = 2(1 + 1
6
α),e a perturbação
Uα(z) = 4 sech
2(z)− 5 sech4(z) , (4.55)
que dá ∆ω0 = 0. sendo que, a solução (4.54) é estável, também. Na Fig. (4.4),
nós exibimos o potencial quântico perturbado por (4.49).
4.2.2 Perturbação na parte potencial do modelo
Vamos investigar o caso onde F (φ,X) = F (φ), com uma perturbação adicio-
nando um termo extra no potencial. Então, chamamos F (φ) = −Vα(φ), que deixa
o potencial perturbado
V˜ (φ) =
1
2
(
Wφ + α
Vα(φ)
Wφ
)2
. (4.56)
Na faixa determinada pela solução estática não perturbada, isto é, φ0(−∞) ≤
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Figura 4.4: Potencial mecânico quântico do modelo seno-Gordon (2.53) (linha só-
lida vermelha), e o potencial perturbado (4.55), para α = 0.3 (linha azul tracejada)
e α = −0.3 (linha verde pontilhada).
φ ≤ φ0(∞), de (4.10), o mínimo e o máximo, respectivamente, são dados por
φmin = φ
0
min − α
(
Vα,φ
W 2φφ
)
φ=φ0min
, (4.57a)
φmax = φ
0
max − α
(
Vα,φ
WφWφφφ
)
φ=φ0max
, (4.57b)
onde φ0min e φ
0
max são o mínimo e máximo do potencial não perturbado (2.28),
respectivamente. Os valores máximos são
V˜max = Vmax
(
1 + 2α
Vα
W 2φ
)
φ=φ0max
, (4.58)
onde Vmax é um máximo do potencial não perturbado. Aqui pα = −Vα(φ), e usado
em (4.14) temos
φα(x) = g(φ0) , (4.59)
onde
g(φ) = Wφ
∫ φ
0
Vα(φ)
W 3φ
dφ . (4.60)
A densidade de energia (4.15) toma a forma
ρ˜ = ρ0(1 + 2α gφ(φ0)) , (4.61)
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onde ρ0 = φ′ 20 é a densidade não perturbada, que fornece as correções de primeira
ordem da energia
E(1) = 2
∫ φ0(∞)
φ0(−∞)
dφWφgφ . (4.62)
se definirmos o superpotencial como
W˜ (φ) = W (φ) + α
∫ φ
0
dφ
Vα(φ)
Wφ
, (4.63)
é fácil mostrar que
E = E0 + αE
(1) = |W˜ (φ0(∞))− W˜ (φ0(−∞))| . (4.64)
No caso da perturbação do potencial, a correção do potencial mecânico quântico
(4.27) é escrita da forma
Uα(x) = 3 WφWφφgφφ +W
2
φgφφφ (4.65)
onde φ = φ0(x), e que a correção do modo zero não perturbado (4.29) são dados
por
∆ω0 = α
∫ φ0(∞)
φ0(−∞)
dφ Wφ Uα , (4.66)
e por uma integração por partes nos leva a∫ φ0(∞)
φ0(−∞)
dφ W 3φgφφφ = −
∫ φ0(∞)
φ0(−∞)
dφ 3 W 2φWφφgφφ , (4.67)
o que leva a ∆ω0 = 0. Portanto, as soluções estática perturbada são estáveis,
também.
Vamos agora considerar algumas formas explicitas do potencial perturbado.
Note que, se escolhermos a perturbação na forma Vα = −W 2φ/2, nós encontramos
um caso trivial, levando para φα = −12 xφ′0, como uma perturbação do caso ciné-
tico (4.35).
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Uma perturbação interessante é
Vα(φ) = W
3
φ , (4.68)
que resulta em φα = φ0φ′0. O mínimo e o máximo não mudam, somente as alturas
do máximo que possuem um deslocamento dado por ∆Vmax = 2αVmaxWφ(φ0max) ,
para φ0(−∞) ≤ φ ≤ φ0(∞). de (4.61), a correção para a densidade de energia é
ρα = 2α(φ
′ 3
0 + φ0φ
′ 2
0 Wφφ(φ0)) , (4.69)
e de (4.62) a primeira ordem de correção da energia é
E(1) =
∫ ∞
−∞
dxφ′ 30 . (4.70)
Por exemplo, temos a perturbação (4.68) no potential φ4 (2.18). Neste caso, ob-
temos o potencial perturbado
V˜ (φ) =
1
2
(
1 + 2α(1− φ2)) (1− φ2)2 , (4.71)
que foi investigado na Refs. [46,47]. Note que, o máximo na origem é deslocado por
∆Vmax = α. Para φ2 >> 1, o termo em α não pode ser tratado em um caminho
perturbado, como mostrado na figura Fig. 4.5. Entretanto, queremos encontrar
correções das soluções topológicas que obedecem a condição φ2 < 1. Neste caso, a
solução estática é
φ(x) = tanh(x)(1 + α sech2(x)) , (4.72)
a correção da energia é E(1) = 16
15
, e a perturbação do potencial quântico (4.65) é
Uα(x) = 36 sech
2(x)− 42 sech4(x) . (4.73)
Tomando a perturbação (4.68) no potencial seno-Gordon (2.53), que leva ao
potencial perturbado
V˜ =
1
2
(
cos(φ) + α cos2(φ)
)2
, (4.74)
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Figura 4.5: Potencial φ4 (2.18) (linha azul tracejada) e seu potencial perturbado
(4.71) para α = 0.1 (linha sólida vermelha), e para α = −0.1 (linha sólida verme-
lha).
Figura 4.6: Potencial seno-Gordon (2.53) (linha tracejada azul) e o potencial per-
turbado (4.74) por α = 0.1 (linha sólida vermelha).
que é ilustrado na Fig. 4.6. Note que, o máximo em φ = npi são deslocados por
∆Vmax = (−1)nα. Assim, o potencial perturbado é um duplo potencial seno-
Gordon. As soluções estáticas são
φ(x) = (1 + α sech(x))φ0(x) , (4.75)
onde φ0(x) é dado por (2.54), sua energia é E = 2 + pi2α, e a perturbação do
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potencial quântico (4.65) é
Uα(x) = 6 sech(x)− 9 sech(x)3
+ 4 tanh(x) sech(x)2 arcsin(tanh(x)) . (4.76)
Finalmente, consideramos um exemplo mais geral à aplicar a perturbação Vα =
cos(φ) cos(φ/s), parametrizada por um número real s, no modelo seno Gordon
(2.53), que dá o potencial perturbado
V˜ =
1
2
(
cos(φ) + α cos
(
φ
s
))2
. (4.77)
O mínimo e o máximo (4.57) são
φmin =
(2n+ 1)pi
2
+ (−1)n cos
(
(2n+ 1)pi
2s
)
(4.78a)
φmax = npi − (−1)
n
s
sin
(npi
s
)
, (4.78b)
onde n = 0,±1,±2, ..., e de (4.58) as alturas dos máximos são
V˜max =
1
2
(
1 + 2(−1)nα cos
(npi
s
))
. (4.79)
Assim, de (4.79), obtemos a multiplicidade do modelo seno Gordon, determinados
pelos números das diferentes alturas. Em geral, não existe uma fórmula fechada
para a perturbação das soluções estáticas (4.59), que podem ser calculadas pelos
mesmo valores de s, como segue abaixo. Entretanto, o superpotencial (4.63) escrito
na forma
W˜ = sin(φ) + α s sin
(
φ
s
)
, (4.80)
e o mínimo (4.78a), pode ser usado para calcular a energia das soluções topológicas
estáticas. Note que, o parâmetro s introduz uma nova família de modelos do
seno-Gordon definidos por (2.53), que inclui duplos e triplos modelos do seno
Gordon. Por exemplo, para s = 1 temos um potencial seno-Gordon com a altura
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Figura 4.7: Potencial seno-Gordon (2.53) (linha tracejada azul) e o potencial per-
turbado (4.77) por s = 1 and α = 0.1 (linha sólida vermelha).
de máxima V˜max = (1 + 2α)/2, como é mostrado na fig.(4.7). Neste caso, as
soluções topológicas são
φ(x) = φ0(x) + αx sech(x) , (4.81)
onde φ0(x) é dado por (2.54), a energia é E = 2 + 2α, e a perturbação quântica
(4.65) é
Uα(x) = 2− 4 sech(x)2 (1− x tanh(x)) . (4.82)
para s = 2, temos um triplo-Gordon com as alturas no máximo em: V˜max =
(1− 2α)/2, 1/2, e (1 + 2α)/2, como ilustrado na fig.(4.9).
Figura 4.8: Potencial seno-Gordon (2.53) (linha tracejada azul) e o potencial per-
turbado (4.77) por s = 2 e α = 0.1 (linha sólida vermelha).
As soluções são estáticas
φ(x) = φ0(x) +
α√
2
(χ(x) + sech(x)arctanh(χ(x))) , (4.83)
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onde φ0(x) é dado por (2.54) e χ(x) = (1− sech(x))1/2, a energia é E = 2 + 2α, e
a perturbação quântica (4.65) é
Uα(x) =
tanh(x)√
2 χ(x)
(
1 +
7
4
sech(x)− 4 sech2(x)
)
+ 2
√
2 tanh(x) sech2(x) arctanh(χ(x)) . (4.84)
Particularmente, quando φα = g(φ) é uma função inversível,um caminho alter-
nativo para implementar a perturbação do potencial é denotado pelo método de
deformação [22], empregando uma função deformadora f(φ) = φ − αg(φ), como
feito em Ref. [48].
4.2.3 Perturbação do Produto
Nesta seção investigamos o caso onde F (φ,X) = F (X) Vα(φ). Portanto, temos
a densidade de pressão
pα = (F − 2FXX) Vα(φ) , (4.85)
e para as soluções estáticas e homogêneas dados por (4.10), e (4.8) com (4.14),
respectivamente, podemos definir um potencial efetivo
Veff =
1
2
(
Wφ − αF (φ,Wφ)
Wφ
)2
. (4.86)
Aqui, tomamos a perturbação cinética dado por (4.30), onde n é inteiro posi-
tivo, e Vα = a(m,n)W 2mφ , onde a(m,n) = n(2m + 2n − 1)/(2n − 1)(n + m), e m
é um inteiro positivo ou um semi-inteiro. O potencial efetivo (4.86) é escrito da
forma
Veff =
1
2
(
Wφ +
α
2n
W 2n+2m−1φ
)2
, (4.87)
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que possui o mesmo mínimo e máximo do potencial não perturbado, para φ0(−∞) ≤
φ ≤ φ0(∞). As correções para as soluções estáticas são dados por Eq.(4.32), esco-
lhendo n→ n+m. A correção de primeira ordem da energia, Eq.(4.18), torna-se
E(1) =
a(m,n)
2n
∫ ∞
−∞
dx φ
′ 2(m+n)
0 . (4.88)
e, a perturbação do potencial mecânico quântico, Eq.(4.27), é escrito da forma
Uα(z) = a(m,n)
{
A(m,n)W
2(n+m−1)
φ W
2
φφ
+B(m,n)W
2(n+m)−1
φ Wφφφ
+
(1− 4n+ 2n2)
2n
(
3WφWφφWφφφ
+W 2φWφφφφ
)
×
∫
dz W
2(n+m−1)
φ
}
(4.89)
onde
A(m,n) = 2(n− 2)m2 +
(
4n2 − 8n− 1
n
+ 4
)
m
+2n(n− 1)2 − 1 (4.90a)
B(m,n) =
(
n− 1
n
− 2
)
m+ n2 − n− 1 , (4.90b)
e φ = φ0(z).
Vamos tomar, como exemplo, a perturbação do produto no potencial φ4, ver (2.18).
A correção de primeira ordem das soluções estáticas são dadas por (4.44), tomando
n→ n+m, e a correção da energia fica na forma
E(1) =
a(m,n)
2n
Γ(2n+ 2m)
√
pi
Γ(2n+ 2m+ 1/2)
. (4.91)
Para n = m = 1, temos a solução (4.48), com energia E = 4
3
(
1 + 18
35
α
)
, e o
potencial efetivo (4.87) ilustrado em Fig. (4.9).
A perturbação do potencial quântico é
Uα(z) = −6 sech2(z)− 21 sech4(z) + 3 sech6(z) , (4.92)
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Figura 4.9: Potencial φ4 (2.18) (linha tracejada azul)e o potencial efetivo (4.86)
(linha sólida vermelha), para m = n = 1 e α = 0.1 , acima, e α = −0.1, abaixo do
potencial.
que, da eq.(4.29), dá ∆ω0 = 96/35 α. Portanto, as soluções estáticas perturbadas
são estáveis para α positivo, como podemos ver na Fig. (4.10).
Figura 4.10: O potencial quântico do modelo φ4 (2.18) (linha sólida vermelha), e o
potencial mecânico quântico (4.89), para n = m = 1 com α = 0.2 (linha tracejada
azul) e com α = −0.2 (linha pontilhada verde).
Levando em consideração a perturbação do produto no potencial seno-Gordon
(2.53). A correção de primeira ordem das soluções estáticas são dadas por (4.50),
escolhendo n→ n+m, e a correção da energia é dado por
E(1) =
a(m,n)
2n
Γ(n+m)
√
pi
Γ(n+m+ 1/2)
, (4.93)
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para n = m = 1, temos as soluções (4.54), com energia E = 2
(
1 + 1
2
α
)
, e o
potencial efetivo (4.87) ilustrado em Fig. (4.11).
Figura 4.11: O potencial seno-Gordon (2.53) (linha tracejada azul) e o potencial
efetivo (4.86) (linha sólida vermelha), para m = n = 1 e α = 0.1 , levanta, e
α = −0.1, abaixa o potencial.
A perturbação do potencial quântico é
Uα(z) = −9 sech2(z) + 27
2
sech4(z) , (4.94)
Portanto, da Eq.(4.29), encontramos ∆ω0 = 6/5 α. Novamente, a solução estática
perturbada é estável para α positivo, como pode ser vista na Fig. (4.12).
Figura 4.12: Potencial mecânico quântico do modelo seno-Gordon (2.53) (linha
sólida vermelha), e o potencial quantico perturbado (4.89), para n = m = 1 e
α = 0.2 (linha tracejada azul), e α = −0.2 (linha pontilhada verde).
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Capítulo 5
Conclusão
Nesta dissertação estudamos os fundamentos básicos da teoria de campos es-
calares, apresentados no capítulo 2, de grande importância no mundo científico
nos seus vários aspectos , como exemplo, defeitos topológicos, perturbações, entre
outros. No capítulo 3 mostramos que é possível estabelecer um novo formalismo
em Teoria de Campos, com o intuito de obter novos tipos de ferramentas algébricas
sem alterar a teoria já conhecida, o qual foi feito introduzindo uma lagrangeana
com dependência L = L(φ,X), com a parte cinética da lagrangeana de uma forma
mais geral. Após isso, foi estudado a perturbação do campo, o qual se trata do
foco principal do trabalho. No capítulo 4 buscamos uma descrição do campo, mas
agora de forma perturbativa, sendo aplicado uma função F = F (X,φ) na ação [68]
e fazendo uma perturbação no campo, com isso analisá-lo, usando a teoria do cá-
pitulo 3, o seu formalismo e obter soluções estáticas e suas propriedades no campo
perturbado a partir do modelo não perturbado que possui as soluções estáticas
estáveis. Nesse novo formalismo apresentado verificamos que a perturbação sobre
o potencial em soluções estáticas também são estáveis e nos outros casos pode-se
estabilizar a solução perturbada fazendo o sinal do parâmetro α o mesmo de ∆w0.
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Apêndice A
A.1 Obtenção do Potencial Mecânico Quântico Per-
turbado
Para encontrar o potencial quântico perturbado devemos expressar a equação
− [(2LXXX + LX)η′]′ = (Lφφ + (LφXφ′)′ + w2LX)η (A.1)
da seguinte forma
− [a(x)η′]′ = b(x)η, (A.2)
que toma forma de uma equação do tipo Schröedinger. Considerando as mudanças
de variáveis
dx = Adz e η =
u√LXA
(A.3)
na equação (A.2), obtemos
a(x)η′ = a(x)
dη
dx
=
a
A
[
uzB −Bzu
B2
]
, (A.4)
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e[a(x)η′]′ =
1
A
[
a
A
(
uzB −Bzu
B2
)]
z
(A.5)
=
1
A2B
[
uz
(
az − 2a(x)Bz
B
)
− u
B
(
2a(x)B2z
B
− azBz − aBzz
)
+ uzza
]
.
Considerando agora todos os termos somados de uz zero, obtemos
az − 2aBz
B
= 0, (A.6)
e consequentemente
a
B2
= C, (A.7)
onde C é uma constante arbitrária. Fazendo a escolha que C = A, temos
B =
√
a
A
, (A.8)
e aplicando o resultado em (A.2), finalmente obtemos
[aη′]′ =
[
1
A
(
uz
√
a
A
− 1
2
√
A
a−
1
2azu
)]
z
(A.9)
= A−
3
2
(
uzz
√
a+
1
4
a−
3
2azu− 1
2
a−
1
2azzu
)
.
Da equação (A.1) é fácil ver que
b(x) = Lφφ + (LφXφ′)′ + w2LX . (A.10)
Nossa idéia é obter a equação
− uzz + U(z) = w2u, (A.11)
o que faz com que b(x) assuma a forma b(x) = w2LX , portanto
b(x)η = w2LXη = w2LX u
B
= w2LX
( a
A
)− 1
2
u. (A.12)
Por consequência de (A.2), temos
− A− 32√auzz + ... = w2LX
( a
A
)− 1
2
u (A.13)
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onde os fatores multiplicativos de uzz e u, dados pela (A.1), são unitários. Para
que ocorra isso, impomos que
− A− 32√a = w2LX
( a
A
)− 1
2
, (A.14)
onde obtemos
a = A2LX . (A.15)
Aplicando a equação que garante a hiperbolicidade, encontramos
a = 2LXXX + LX , (A.16)
e utilizando (A.15) em (A.9), obtemos
1
A
[
uz
√
ALX − 1
2
1√
ALX
(ALX)zu
]
z
. (A.17)
Como já havíamos anulado o fator multiplicativo de uz, a forma simplificada da
equação acima é então dada por
− [aη′]′ = (
√
ALX)zz u
A
= bη = [Lφφ + (LφXφ′)′] u√
ALX
, (A.18)
e, rearranjando os termos, obtemos nosso potencial mecânico quântico na forma
U(z) =
√
ALXzz√
ALX
− 1LX
[
Lφφ + 1
A
(
LφX φz
A
)
z
]
(A.19)
A.2 Teorema de Derrick
O teorema de Derrick está relacionado a analisar o comportamento de soluções
e se elas são estáveis, sendo baseado na teoria de campos escalares clássicos para
D-dimensões.
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Teorema: Só haverá soluções independentes do tempo de energia finita para
D = 1 em uma teoria de campo escalar em D dimensões espaciais, descrita pela
densidade Lagrangiana
L = 1
2
∂µφ∂
µφ− V (φ) (A.20)
a energia é dada por
E =
∫ (
1
2
(∇φ)2 − V (φ)
)
dDx = I1 + I2 (A.21)
vamos admitir que cada uma das integrais serão chamadas por I1 e I2 respectiva-
mente, onde eles possuem valores bem definidos. Considere agora φλ(x) = φ(λx),
fazendo esta mudança de escala, verifícasse que nossa energia fica da forma
Eλ =
∫ (
1
2
λ−D(λ∇φ)2 + λ−DV (φ)
)
dDx = λ(2−D)I1 + λ−DI2 (A.22)
a energia Eλ volta a nossa energia conhecida quando λ = 1 e como φ = φ(x) é
uma solução localizada de δE = 0 portanto(
∂E(λ)
∂λ
)
λ=1
= (2−D)I1 −DU2 = 0 (A.23)
desprezando os vácuos da solução observasse que a dimensão pode ser apenas
D = 1, poderia ser D = 2 se, e somente se, I2 = 0 mas isso foge do fato de estarmos
desprezando o vácuo já que a nossa busca é em examinar soluções diferentes do
vácuo. Para o nosso modelo considerando (A.22) e (A.23), da energia obtemos(
∂E(λ)
∂λ
)
=
∫ ∞
−∞
λ−2L − 2λLXX (A.24)
e considerando λ = 1 encontramos
L − 2λLXX = 0 (A.25)
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